NGHIEN CUU — TRAO BOI [ KIEN

MAY VAN DE NHAN THUC VE TOAN HOC

Hon hai nghin nim truwdc, Pitago di tirng
tir hdi: « Nhitng con 88, ching & ddu? Tach
roi b&éi khong gian, tw minh tri ngu & trén
trivi ctia céc | niém ? ». Con Arixtot thi khiing
dinh : « Toan hoc 12 mdt triru twong cia cii
cidm tinh». Triai qua hang nghin nim phat
tri¥n, toan hoc luén ludn tim cach ty i thie
vé minh, ty xdc dinh vitri cha minh trong
nhén thiec va trong nhitng méi quan hé phire
tap gifra i thirc va tdn tai. Ngay nay, cii «ecye
ki triru twgng» cia toan hoc dang ngay cang
dwgc ttng dung rdng rdi va c6 hiéu qui vao
cac nganh khoa hoc, va hdu nhu né dang thim
nhip vao moi linh vire cua nhén thirc. Nhung
ciing dé thit vong néu nhw qua tin vao cai
« strc ndng van nidng» cia céc phwong phap
toan hoc! Vi vay, xac dinh rd vi tri cta toan
hoc trong nban thiwe, vach ra cdi manh va
cai y#u cla no, cai khd ning va cai han ché
ctia n6 van !wén luén la vdn 48 cdn thiét.
Duéi @iy toi xin trinh bay mt vai nhgn thirc
vé chc vén dé @6, cu thé la:

— Pjc tinh triru twgng va hinh thic cha
toan hoc.

— Véan d0ng va bién chimg trong quan hé
véri toan hoc.

— CAu tric va thuat toan trong toan hoc
hién nay.

— Vén dé tiéu chuiin chiin li cia todn hoc.

— Viai i nghi vé sang tao trong toidn hoc va
rng dung toan hoc.

1. BPAC TINH TRUU TUQNG VA
HINH TH(UC CUA TOAN HOC
Trai qua nhiéu giai doan phat trién, d6i
twgng tryc ti€p ctua todn hge ciing thay ddi
vah m& rdng din: cac hinh va sd cha toan
hoc so clp, cic dai lwgng bién thién va ham
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s6 chia gidi tich toan hoc trong nhitng thé ki
vira qua, vacac ciu tric tdng quit cliia toan
hgpc ngay nay.

Vé @8i twong ciia toan hoc, Engen cé mot |
kién (t6i khong mudn ding chir dinh nghia)
ndi tiéng: « P3i twong chia toan hoe thudn tay
la nhitng hinh dang khong gian va nhirng
quan hé s8 lwong cla thé gidi hién thye, tire
la mt tr lidu rat cu thé. Tu lidu nay bidu
hién duwdi mét hinh thirc cwce ki triru twong,
a6 chi 1a mOot bikc man bén ngoai che lap
ngudn gde cha noé trong thé giéi hién thue» (1).
Va tadng ciing nén din thém mét doan khéc
ciia Engen «...Ho quén ring toan b cai ma
ngudi ta goi 1a toan hoc thuiin tuy déu nghién
ciru nhirng diéu triru tweng, ring lil cd nhirng
dai lwong cia ho, noi mot cach chil ché, dén
la nhitng dai lwong tudng twong va tat ca
nhitng s triru twong dly @én cuwc @9 dén
bién thanh nhitng diéu vé nghia, nhitng cai
ddi 1€lp » (2) SN

Nhu viy, khi xét 48i twong eua toan hoc
cin phii nhdn manh hai d4c diém: ngudn gbc
thire ti€n va tinh bidu hién cwre ki'triru twong
ctia né. P& hifu toan hoe, ciin hiéu dung
ban chiit cha su trira twong trong toan hec.
T#t nhién khong phdi chi c6 toan hoc moi
sir dung phép triru twgng. Tue duy triru twong
la cai nhit thiét @8i voi mei nhan thie li tinh,
no dwoe sir dung trong mei khoa hoe. Khoa
hoe, cac qui ludt khoa hgc bao gid ciing nhim
toi cai phd bién, khong phidi vi khong cdn
hiu cii ricng ma chinh bdi vi cai riéng, cai
cu the, cii don nhit 1a khong thé nhén thire

(1) Chong Duyrinh. Ban tiéng Viél, trang 64.
(2) Bién chirng ciia tir nhién. Ban tiéng Viél,
lrang 432.



duge trong linh toan thé cha né6, ta chi cé
thé mhian thirc dwge cii cu thé mdt ‘cach
tiém tién thong qua vo han nhitng khai niém,
nhirng qui ludl co6 tinh chit phd bién.
Nhung vé mic 49, triru twong trong toan
hoc cé6 khae véi triru twong trong cac khoa
hoc ty nhién khéc. Trong toan hoc, phép trirn
twong thoit ra khoi moi ndi dung co tinh chét
chit lidu cha sy vit, va chi giit lai cac quan
hé s6 lwong va hinh dang, tirc la chi cac
guan hé va cfiu tric ma théi. Pidu d6 1am cho
céc khéi niém todn hoc cé tinh chét pho bién
hon, tire 1a it gdn bé véi cac sy vat cu the hon,
va tao cho toan hoc ¢6 khi niing twdng tuwong
cao hon va xa hon. Trong toan hoc ¢6 nhitng
khai niém la két qua cua sy triru twong héa
trgc tiép tir nhan thve cdm giac, t&r kinh
nghiém va khdo sat, nhung cé nhiéu khai
niém 1a két qua cta sy li twdng hoa — tie 1a
sy triru twong hoa khong xuét phat v thue
ti€n ma tir nhitng ké qui cta nhitng trira
tugng héa truéc d@6. S8 do, cac khong gian
nhiéu chiéu, vo han thye tai, cac ciiu tric
tépo, dai sd,v.v... la nhitng khai niém nhuo vay,

Véi ban chiit triru tuwong @6, toian hoc trd
thanh m¢t bd phin clia te duy. Ma trr duy cua
chiing ta thi « khong thé hinh dung sy vin
d)ng ma khong cit dit tinh lién tyc cta né,
khong don giin héa, khong lam tho 10, khong
tach roi, khong git chét ciigi dang sdng» (1.
No6i cach khae, tu duy cua chiang ta c6 tinh
chit hinh thie, hay dung hon, ta chi ¢6 kha
ning tu duy hinh thire, vi vay céc phuong
phap toian hoc la cac phwong phap cha tu
duy hinh thire. Lojic hinh thire, cac phuong
phap suy dién hinh thire 1a 16jic chinh thdng,
lojic ndi tai cha toén hoc.

Lojic hinh thée 18y nhitng qui luat dong
nhat, qui luat loai trir cai thit ba, qui luat
méAu thuin,... 1am co s& chia minh. Dé ciing
la nhitng qui ludt ¢ ban cua ldjic toan hoe.
Nhitng qui ludt cua phép bién ching (méu
thuin va thdng nhit gita cidc mit ddi lap,
phu dinh cai pha dinh, lweng chuyén héa
thanh chit...) e¢6 nhitng dnh hudng, nhirng
tic ddéng dén qua trinh phat trién nhan thie
toan hoc, va theo nhi¥tng cach nao do cé thim
nhap vao toan hoc, nhung khong phai la lojic
bén trong cuia toan hoc. Qui ludt méu thuin
ctia 16jic hinh thite ddi hdéi mei qua trinh tw
duy phdi phi méiu thuin, d6 ciling la doi hoi
cua céc li thuyét toan hgc. Tiur thoi Arixtol
dén nay, lojic hinh thirc c6 phat trién, nhung
yéu cdu phi mau thuin van la yéu ciu ¢dt
thiét. Yéu cdu 86 khong phiila yéu clu ciia
sy phat tri€n bién chiag, nhung la mit yéu
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cdu cia tw duy. Bing yéu cdu do, ching ta
lam kho héo, « giét chét nhirng gi dang sOng »,
nhung khéng thé nao khac dwece, béi vl tur
duy ctia chiing ta khong ¢6 khi ning nao khac
hon la «gié chét nhirng gi dang sOng» d&
din din di dén nhan thire duwge cai séng mot
cach tiém tién!

Tich cwre ki triru twong ctua cac khai niém
va d6i twong nghién ciru, tinh hinh thie triét
a8 cua cac phwong phap luan li 12 nhirng dic
ditm cta todn hoe. Nhung di & mire d4) cao,
cai triru twong va hinh thitc 46 ciing. chi la
mot diic diém cua hoat ddng tw duy trong
viéc nhan thirc thye tién. Ping sau cac khai
niém triru tweng la cic quan hé va clu tric
cua thé giéi hién thue, d0 ring mdi quan hé
d6 nhiéu khico thé rit xa xoi va gian tiép.
Nhu cdu nhan thire thyc tién ludn ludn la
nguén cung cip ciac nguyén hinh cho viée
hinh thanh céc khai niém trirn twgng cua
toAn hoc. Tir caec khai niém hinh, s8, cho
dén ciac loai ciu tric todn hoc hién nay déu
d% dwoc hinh thanh dya trén nhirng doi hoi
ctia viéc nhén thirc thyc tién, cia khoa hoc
kI thuat.

Khi noi d&én ngudn gde thwe tién ciia toan
hoe, ciing ¢iin nhin manh cad ngudén goe thye
tién clia chinh cac qui luit 1djic hinh thic.
Pay la thye tién nhin thite. Lénin viét : « Hoat
Adng thye tién cta con ngwdi dd phai lam
cho i thirc cia con nguwdi ldp di 1dp lai hang
nghin lin nhitng cich ldjic khac nhau ding
lam cho nhitng cach ndy c¢6 thé co i nghia
nhirng cong li» (1).

L& tit nhién, véi nhitng déc diém noi trén,
sir phat trin ctia todn hoc ¢6 tinh dfc lip
twong @6i etia no. Khong phai nhdt nhit mei
dinh i todn hoc déu phai bifu hién nhéng
mit nao d6 cua cdc quan hé trong thé gioi
hién thwe, va khong phdi nhdt nhit & mdi
bwée phat trién, toan hoc déu phai quay vé
kitm nghiém nhirng két qud ctha minh trong
thue tién. Nhirng tinh doc lap twong d8i a6
ciing khong c6 ngh¥a la toan hoc cé thd la
san phiim thudn tay cta tw duy tach réi moi
quan hé ctia thé giéi khach quan. Cai dfc
ap noi tai 'wong d8i cia toan hoc la cai ddc
lap caa tu duy triru tweng. Tue duy triru
twong hwong dén cai khai quat, cai phd bién,
biing tw duy ta di tim qui lugt, ma qui lugt
chinh la cdi phan anh — di la cai phdn anh
yén linh, theo Hégen — cua thé giéi hién
thire. Do vay ma céac li thuy@t toan hoc 85 co,

(1) Lénin, Bal ki triét hoc, Ban tiéng Viél,
trang ?11.



du gin hay xa, cudi cing déu cdé thé tim thay
nhi¥tng ¥ng dung trong khoa hgc KI thual.
Piéu @6 khong phdi la ngiu nhién, vi noi cho
cung, toan hoc chi la myt ching duwdng trén
con duwdong dai «bir trge quan sinh dgng dén
te day triru trong, roi lai tr tw duy trirw
teong trd vé véi thge Lién» cda nhan thie
nhw Lénin d3 chi rd.

Triru twong va khai quat héa 1a mgt vii khi
manh cua nhin thire, clia tw duy, nhung dong
théri né cling chita nhirng yéu td lam phién
dién, xuyén tgc hién thye, béi vl « trong s
khai quat héa don gidn nhii, trong i niém
chung co bidn nhit (cai « ban» néi chung) 43
¢6 mOt phiin nhéitdinh nao do cha do tudng »(1).
Cii midm méng do twéng d6 cang co diéu
kién dwoc nuoi dudng trong qua ftrinh phat
tridn toan hoc, va 1a ngudn gde ctia moi quan
di®m duy tim trong viéc nhin nhén toan hoc.
Nhitng quan di€ém &0 — biing cich nay hay
cach khac — d&u tim cach gan cho toan hoc
cai ngudn gfc Lir badn thdn tri tué (va tri tué
nhu 'a mdt ton tai tach roi khéi thé gioi
khach quan) hodc tr mdt lyc Iwong thian bi
nao do. :

Chu nghia duy danh va thye chéng lujn
clia Cacnap, xem céi phd bién chi con nhw céc
thuit ngir, cac ki hiéu. N6 chin mat con
dwing di d8n hilu sir triru tuwong toian hoce
nhue 12 phin 4nh cdc quan hé hién thye. Ti€p
thu cai tinh thin thyce ching lugn d6, chu
nghia hinh thirc cia Hinbe xem «toin hoc la
hoc thuyét vé cac quan hé gilra cac cong thie
d3 bi twéc hét moi ndi dung», va cho riing
cic nha toan hgc sang tgao ra cac khai niém

va cac tién d¢ mdt chch tién thién, khong cin

quan thm dén viéc ching c6 phi hgp véi thue
té hay khong. Bulo (Boole), Cingto (Cantor),
Poingcaré (Poincaré), Buécbaki (Bourbaki),...
cling ¢c6 nhirng quan di€ém twong ty. Podng-
caré di tirng tuyén b0 : « Cic moén toan hoce
déu tayét ddi ddc lap ddi voi viéc ngudi la
sir dung né trong thuc nghiém. Ching la
nhitng sang tao ddc doan cua tri Lué,la s
bidu hién rd rang nhit ctia khi ning sang lao
clia bin than tri tué» (2).

Cha nghla duy 1i t¥ Pécac, Lepnitxo, Spi-
noza,... xem ring cai bido dim cho tinh phd
bién va tat yéu cta tri thirc la do co mdt « trye
quan tri tué» nao 6. Lepnitxo viél « ching
ta @i dat dén cac chén li phd hién va (it yéu
cua khoa hoc tir chinh nhitng gi c6 trong chiing
ta» (3). Sau nay, tiép thu tinh thin cia cai
«trirc quan tri tué » d6, chu nghia true quan
trong toan hgc ctia Braoo (Brouwer), Vévin
(Weyl), Haytin (Heyting) xem rang ngudn goc

duy nhdt ciia todn hge la trye quan. Theo
Héytin, « cic a0i lwong Llodn hoc dwge rat ra
trire tiép tir linh thdn dang tu duy, do d6 cac
tri thire todn hoc khong phu thudc vao kinh
nghiém » (4).

Rutxen v&i chii nghia lojic @3 trng Hm
cich bién toan hoc thanh mdt b phin cha
10jic, xem riing toin hoc la t5 hop cha céic
suy dién, ching c6 theé thich dung véi bt ki
cai gl, nghta la thich dung véi moei thé giéi
«co the co»—va do d6 ciing khong c6 mot
quan hé gi véi thé gidi thye té quanh ta.

Khac véi eic quan diém trén, chu nghia
kinh nghiém véi Bacon, Locco, Hium coi nhe
vai trdo clia tu duy trirna twong trong nhin
thire, xem ring eéc tw twdng todn hoe ma con
ngudi c6 duge la nher cac giac quan, tri nio
ching ta gidng nhe m{t bdng lring, trén dé
kinh nghiém va khdo sat lién tuc dién vao
nhirng hi€u bidt va sip xép lai thanh hé théng
kién thire. Chh nghia kinh nghiém di dua
Zonne. Corue @i dén khiing dinh sy ton tai
thye té cua chae s8 Ao, eia cac khong gian
nhi¢u chifu, va do @6 a3 di thiing d&n di doan,
@én thdn linh hoc hién dai, nhr Engen d4a
tirng kich li¢t phé phan irong cudn «Bién
chirng cha ty nhién »,

Tach roi todn hoe, tach roi tw duy triru
trong ra khoéi toan bd qué trinh nhdn thire
n6i chung, thi chfic chiin s& sa vao cic quan
dim sai lim. Ta chi cé6 thé& hidu dung ban
chit cta toan hoc khi ta hiBu dang vi tri ctia
noé trong toan b qua trinh nhan Lhire, ma
qué trinh nay la «tir trire quan sinh ddng dén
te duy triru twgng roi lai tr te duy triru
twgng tré vé véi thue tién». Toan hoc chi la
mdt ching duwdng, chic: eling khong phiila
toan by con duwong khac, khuyu va phire tap
a6, vivay, véi quan diém nh§n thic ludn bién
chitng, ta ciing khong so n®i ro ring aoi
twong tryc tiép cha cac 1i thuy&t toan hoc co
ngudn gdc la thye tién nhung dPng thoi la
sin phim cha tw duy triru twong,” va 16jic ndi
tai, co s& ludn li clia cdc If thuy@t toan hoe
la lojic hinh thire. Piéu @6 noi rd cai yéu vh,
céi manh cta toan hoe. Véi tu duy triru twgng
ta nhiim t&i cai qui luat, cai phd bién. Qui

(1) Lénin, Bat ki (riél hoc. Ban liéng Yiél,
trang 211

(2) Lénin. Bat ki riét hoc. Ban tiéng Viél,
lrang 396. .

(3) Poincaré, Science et méthede, 1910,

(%) Xem Irong lip « Triét hoc cua khoa hoce
lir nhién ». Vién han kim Khoa hoc Lidn-xo,
1966 (tiéng Nga).
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luat la cai phin anh yén tinh cha thé giéi
hién thue, nhung dong thoi « qui lugt 1a hién
teong co tinh bin chit» (Hégen) (1). Toan
hoc cho ta higu biét thé gioi vé nhitng khia
canh nao @6, vé nhitng mit « bin chit» nao
#6. Nhung toan hoc khong cho ta birc tranh
ctia thé gioi trong toan thé ciia n6. Va ta cling
khéng nén hi vong trong tw duy ctia ching ta
c¢o6 dwoc cai bire tranh nhw vay.

2. VAN BONG VA BIEN CHUNG
TRONG QUAN HE VOT TOAN HOG

Ta hiy tré lai véi mOt giai dogn phat trién
s6i ndi va rye rir cia toin hoc, 46 1a giai doan
cia phép tinh vi tich phin va gidi tich toin
hoc. Nhuw d& biét, sy ra ddi cha cic dai
lwong bién thién va phép tinh vi tich phén
@i thue s la mdt bude ngoit trong toan hoe,
va nhu Engen @i nhan xét, «nhd né ma vdn
déng, va ca bién chirng da di vao toan
hoc» (2), vi achi ¢6 phép tinh vi phin méi
dem lai cho khoa hgc ty nhién kha ning
miéu td biing toan hoc khong chi nhitng trang
thai, ma ci nhitng qua trinh : sy vin djng » (3).

Giai tich loan hoc ¢6 nhirng khai niém co
ban la dai lwong bién thién, ham s, gi¢i han,
lién tyc, v.v... RS rang la toan hoc di nghién
ctru s van ddng trong nhitng khia canh rat
co ban cia no!

Engen xem ring khi nghién cirn cac dai
lwgng hién thién, « bin thin toan hoc da bude
vao linh vie ctia phép bién ching rdi» (4).
Qua thiye, trong lap lugn cua gidi tich toan
hoc ¢6 nhirng véu td cua phép bi¢n chirng.
Pe do dwoe A0 dai cha dudng cong, ta phai
xem cong la gi¢i han clia nhitng cdi thing,
nhw viy cong la cong ma vira la thang, hay
chiing han khi tinh giéi han

m X tX _
x>0 X
lai vira la 0, x & diy dwoe xét trong s van
dong trong trang thai bién ddi.

O day co mot vin dé kha té& nhi: A& tro
thanh mot céng cu dic lye cua khoa hoe ki
thuit, toan hoc nhat thiét phai nghién ciru
s van d¢ng. Va khi nghién ciru vin djng, rd
rang ¢6 nhitng véu 18 cua phép bién ching
tham nhap vao cac phuong phip toan hoc.
Nhung phdi ching diéu do s& lrai voi diéu
khiing dinh & doan trén noéi ring lojic bén
trong ctia toan hoc la 16jic hinh thirc ? Ta hiy
kién nhin tré lgi voi nhitng dién bién trong
miy thi ki vira qua ctia gidi tich toan hoc a@
tim cach i gidi viin dé nay.

1, ta did xem x vira khac 0,

12

Tir thé ki 17 dén thé ki 19, gidi tich toan
hoc @3 phat trién mdt cach kha dic sic:
trong khi cac ting clia tdoa ldu dai ngay mot
viron cao nguy nga trang 1¢, thi oai odm thay,
nén mong cua né vin chwa cé6 gi la virng
chiii. Ngudi ta ¢6 thé gidi nhiéu phwong trinh
vi phin phirc tap, nhung vin khéng biét
dinh nghTa th& nao la mét dai lwong vO cing
bé, thim chi thé nao 13 mdt s& thwe. Nhiéu
nha toan hoc di nhin thiay sy khing hoding co
s nay, va truedetinh hinh d6, cé nhirng nha
toan hoc nhr Hadama(Hadamard)déatirng tuyén
b& : « Cir tién lén phia trede, réi long tin sé
theo sau». Hégen eling nhén xét : « Toan hoc...
cho &én nay van chwa chirng minh dwgc biing
bidn thain minh, nghia la mdt cach toan hoc,
nhirng phép tinh dya trén co sé nhirng phép
bién a3i A6 (phép vi tich phin) va nhwr vay la
vl phép bién 43i @6 khong c6 tinh chit toan
hoe » (5).

Vay, bin chiit cia sir khung hoing d6 trong
co s cua gidi tich toan hoe la & ddu? bé la
cai khiing hodng gita yéu ciu phan danh cdi
vin déng va mdu thudn véi déi héi néi lai cua
todan hoc la hinh thirc va phi mdu thudn!

Va dén cudi thé ki 19, toan hoc &3 tim ra
cach gidi quy@ cho sy khing hodng nay
biing s ra d&i cha i thuyél lap hop cia
Cangto. Dya trén nhitng khai ni¢m cuaa li
thuyét tap hyop, nguoi ta da lim dwge cac
dinh nghia hop phap cho ciac khai niém nhw
s8 thwe, gioi han, lién tue, v.v... Ding vé
miit nhian thire luign, hat nhin cha li thuyét
tap hop la sy Iriru twgng hoéa vé han thire
tai. Sir triru twgng héa nay cho phép te duy
ctia chiing ta ¢6 quyén hinh dung cai vé han
nhir 14 mot thye thé toan.ven, hoan chinh,
trong 46 moi phin tir cia né dwge xem la
tén tai mdt cach dong thoi va binh ﬁ!ng.
Ciingto viél : « Néi chung toi higa tdp hop la
mot cai gl rit nhiéu nhung c¢6 thé nghi nhw
mdt cai thdng nhit, tirec 12 moi tip hop cac
phidn tir xidc dinh dwee lién hé voinhau trong

mdt toan thé théng nhit béi mdt qui lugt nao -

d6 ». Nha toan hoce Ludin (J1y3un) gidi thich
rd thém: Trong li thuyét tap hop hiu nhu ngudi
ta khong vach mOt bién gidi ndo cad gilra cac
tap hop hitu han va vo han. Ciling gidng nhw
cac tap hop hiru han ¢6 thé duoc cho mét

(1) Heyting. Mathemalische Grundlagenfors-
chung. Intuitionismus. Beweistheorie, 1934,

(2) Xem “ Biit ki Iriét hoc* cha Lénin, trang167.

(3) Bién chirng ciia tir nhién, lrang 408.

(4) Bién chirng ectia lir nhién trang 43%.

(5) Chiong Duyrinh, trang 206,



chch toan ven va ddy dna, cac tidp hop vo han
cling coi nhwr 1a dwge cho trong tat ca cai
toan ven va ddy di cha no, trong dang hoan
chinh, bao gbm il ca vo han cac phin ti cua
n6. Cai vo han nhw thé bit bién, bdt déng
va @6ng kin trong no. D6 la vé han thye
tain (1).

Su trira twgng héa vo han thye tai cling di
kém véi s tuyét d6i héa tinh phd bién cua
cac qui ludt 16jic hinh thire. Trong toan hoc
véri If thuyét tdp hop, nguwdi ta sir dung cic
qui ludt 16jic hinh thitc khi lap luin trén céi
hiru han cifing nhw trén cai vo han. Triru twrong
héa vd han thwe tai va tuyéc ddi hoa 16jic hinh
thire la cdu trd 1&i cho cudc khing hodng kéo
dai noéi trén cha gidi tich toan heoc. V&i co s&
nay, ta dinh nghia s8 thye nhuw 14 mot tip hop
(vd han thwe tai) cac s hiru ti thoa min mot
quan hé hinh thirc nao d6, khai niém giéi han
« dai lwgng bin thién ytién d&n gidi han b khi
dai lwgng x tién dén giéi han a» dwec dinh
nghia béi quan hé : « Véimoi € ¢6 @ sao cho
khi /x —a/ < Ethl/y — b/ < E », v.v... HAy
xem ! Ta chi con lai cac quan hé hinh thire,
va ddu la bong diang cua van djng va bién
ching ? Toan hoc di tiép nhin nhu thé dé
ciic yéu t8 ctia bién chirng. N6 ¢3 giing tim ra
ki€u tid¢p nhén riéng ciia né biing cich bdt vin
ddng va bién chirng chui qua cac quan hé
hinh thite. Va hiin ta cling rd ring kbi @i qua
cii ctra hinh thire iy, van ddng va bién chirng
di bi twée bo biét bao nhiéu nhirng ndi dung
phong phi ctia minh.

Vin d¢ vo hgn,vo han nhir mdt qua trinh hay
nhur mot thue tai hoan chinh, tir ldu 43 1a mjt
pham tro cha triét hoe. Tir Héraclit (Heraclide)
« ngudi ta khong the hai lin tim trén cing
mot dong song» (va cling khong thé tim mt ldn
trong do !) va Zéndng (Zénon) véi cae nghich
1i ndi tidng, v6 han d3dla mdt d6i tweng quan
trong ciia nhin thire triét hoc. Phép bién chitng
day ta riing chi c¢6 th& nhan thtc ding ddn
chi vo han trong cé qua trinh thdng nhit cac
mit @di 1ap va pha dinh cai phlt dinh cua vin
#ong. Cai vo "han 1a mt méu thuin, va no
tdn tai trong méiu thufin, khong c6 cidi vo
han ma chi 1a vé han, ciing nhu khong
c6 cai hiru han mii mii chi la hitru han.
«Cai vO han va hitu han khong tach roi
nhau, chiing 12 mdt, cai hiru han chi la sy
vrgt qua bdn thin minh, do d6 cai hiru han
bao ham chi vo han nhu cai khac cia bin
than no » (Hégen). Nhw vay trong nhén thic
bién chirng vé van ddng, thi van djng la sy
thdng nh&t va chuy®n héa lin nhau cla cée
mit d3i lap : lién tye va gian doan, hira han
va vd han, w.v...

Thé nhwng trong todn hoe cai vo han, va
ci van @0ng, phai dap trng ddi hdéi phi méu
thudin. Swtrirn twong héa vd han thye tai xem
vd han nhu mot cai gl bt bién, bat'ddng, dem
d6i 1ap hoan toan cai vo han va cai hiru han,
chiing phii dinh nhau mjt cach hinh thirc du
riing ching cing binh @fing truéc tw duy. Nhu
vy, khi nghién ciru cic dai lwgng bi€n thién,
c6 nhirng yéu t& ctia phép bién chirng @& thim
nhép vao toan hoc, nhung toin hoc da tim
cich hop thite héa sy thim nhip @6 bing
chch mé rong su Lriru twong ciia minh @& bio
vé tinh hinh thirc va phi miu thuiin. Bing
cach d6, tirc 1a biing 11 thuyét tap hep va sw
triru twong héa vo han thye tai, toan hoc @3
chp nhin cai vin d0ng, nhung la chiip nhin
theo cai cach cha tw duy triru twrong, tire la
chip nhén sau khi @3 lam khd héo nhirng gl
twoi tdt, di 1am chét cing nhirng gi dang sOng,
lam nhw viy d& nhiim @i dén hidu cai sOng,
c4i vin d0ng v& nhirng khia canh nao @6, mot
cach siu sfic hon nhung ddng thoi cling phién
dién hon.

Tuy nhién, m& rdng sir triru twong 48 bio
vé tinh phi miu thuln hinh thiec, todn hoc
khong the dat dwge muc dich ty gidi quyét
l&y nhirng khé khin ctia minh. VI mé& rng su
triru twong la dwa thém vao nhirng y&u t3 moi
ctia 40 twirng, dwa thém khd ndng tach roi
hién thiwre. Cai khé khin tam thdi dwoe gidi
quyét, nhung thire t& chi 1a dwoe chuy®én chd
chir khong phéi dwee tha tiéu. Mot kho khin
16m clia toén hoe xAy dung trén co so trira
twong hoéa vo han thye tai la khé khin vé sir
ton tai thulin tiy ma ta sé néi & phin sau.
Yéu cdu phi miu thuiin ta mét mo wée ndi tai
clia toan hge, nhung toin hoc chwa bao gid
va s& khong bao gior ty chirng minh dwec tinh
phi miu thuin cua minki. P6 la nhirng kho
khiin ¢6 tinh bin chit, nhirhg "khé khin trén
con dwdrng phét trién bién chirng clia toén hoc.

Cic Ii thuy@t toan hoc @di h6i tinh hinh
thire va phi man thoin trong ndi by ching,
nhung bin than sy phat trién cha toan hee—
nhr mdt nganh cua nhan thice—thi lai tuén
theo nhirng qui ludt bién chimg cla sw phat
tridn. Trong qué trinh phat trién cla minh,
toan hoc @i tirng di Lir cac 1i thuyét riéng ré
dén chc clu trac khai quat, dd tirng co s
chuy®n héa va thim nhap lin nhau gilta céc
li thuy@ v hiru han vd vO0 han, vo han thye

(1) Xeme Biil ki triét hoc” cta Lénin trang 232

(1) Xem trong tip « !riét hoc cta Khoa
hoc tir nhién v. Vién han lim Khoa hoc Lién-
xd, 1966 (liéng Nga)
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tai va vo han tiém niing, lién tue va réi rac,
ciu tric va thudt todn, v.v... ; va tir chi r&i
rac clia toan hoc so céip qua lién tue roi tré
vé cii roi rge, hién nay rd rang khong phai chi
la phu dinh ciai pht dinh mdt cAch hinh thire.

3. CAU TRUC VA THUAT TOAN HOC
HIEN NAY

Li thuyét tap hop, voi sy khiing dinh tinh
chinh thdng cua triru twong héa vo han thye
tai va tinh ph& bi®n cua ldjic hinh thire, da
gidi quy® mét giai doankhing hodng rong cor
s& toan hoc. Sau khi i thuyét tap hep ra aéi,
trong vai chuc nidm ddu cia thé ki 20, ban
thin 1 thuyét dé di Irdi qua nhitng con sing
gi6 trdm trong do viéc phat hién ra nhiéu
nghich 1i trong chinh khai niém tap hop. Tuy
nhién, bing nhiéu cach han ché d48i voi khai
niém Lap hop, dic biét véi cach tién @é hoa
i thuyét tip hop (véri cic hé tién dé cua
Zecmeld — Fringken Zermelo, Froenkel),
Becnait (Bernays)vv..., nhitng nghich li d6 dugc
khéic phyc va ngudita vin co the sir dung I
thuyét tap hep véi tw cach la chi nén cha céhc
li thuvét toan hoc.

Véi 1 thuyét tap hop, ta thiy ring moi khai
ni¢m nhw twong quan ham s&, gi¢i han, lién
tuc, v.v... du ¢6 thé dién td b&di nhitng quan
hé hlnh thuc Va vi vay, li thuyét tip hop
khong nhirng cho todn hoc cach giai quyét
nhitng khoé khin tir truede, ma con mé ra cho
toin hoc khid niing nghién ciru mot cach nhit
quan mei loai phép toan, moi loai quan hé va
cau iric & mirc @ rat khai quat. MOt cau tric
duwge xdc dinh boi mél s& tip nén va céce
phép toan, va quan hé trén cac tap d6. Ma voi
1i thuyét tap hop, thi céc phép toan va quan
hé, xét d&n _cung cling chi la nhitng tip hop
con nao d6 ma théi. Nhur vay, vé nguyén tde
¢6 the thdng nhit cac 1f thuyét toidn hoc trong
mét hé thdng cac ciu truc xAy dung trén co
s If thuyét tap hop.

MOt dién hinh ctia viée kién iridc toan hoc
theo huwéng d6 1a hé théng Budcbaki (1). Trén
mdt so @3 béc thang thng nhit kién tao nén
cii n&n tap hop cho moi clu tric toin hoe,
mdi logi ciu tric cu th& dwge cho bdi mot
dic treng dinh hinh T xéc dinh loai hinh clia
cic quan hé co bin trong chu irdc va mdt
quan hé R chuyén vin dugc d8i véi dinh hinh
T xac dinh hé tién dé cua loai cau tric d6.
Cac li thuy@t toian hoc @i c6 d8u co6 thé sip
xép vao nhitng nfic thang trong ng trong cai
so @0 Lhdng nhiit cha cac clu tric 46, va thye
ra chiing chi mé&i chi®ém vai ba niic thang diu
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tién, Tuy nhién, khing nhat thiét phai nghién
ciru tht cd mei clu trie, vi cac clu tric dang
trong toan hoec co thd xdy dung tir mdt sb it
cac chu tric me (dai s6, topd, thie fu) bimg
nhitng phép chdng chit.

So @8 khai quat @6 cho ta mdt bire tranh
thdng nhft vé cic cAu trie toan hec.
Va trén co s& @6, li thuy@ caa mdi clu tric
toan hoe @8u c6 thd xdy dung mt chch tién
@8 hoa va hinh thirc hoa, nghia 1a xdy dung
sao cho viée rit ra cac @inh i chi con la mt
viée suy din tudin theo mdt vai qui tdc cu
phat xufit phat tir hé tién @& cha li thuyét bao
gém cac lién @é cha ldjic hinh thiec va céc
tién @é toan hoc clia 1i thuyét.

RO rang la ¢6 i do @& néi « todn hoc ngay
nay la toan hgc cha cée cliu tric» nhu
Budcbaki, Vwong Hao,... @3 tirng khing dinh.

Tuy nhién, céai ldu dai cdn 38i va dep A€ d6
ciia toadn hoc cling chwa phdi 12 hoan mi. Bén
trong nhitng clu tric dwgc sip xép tinh xdo
d6 vin chia dung nhiéu mim mdng cha su
ran nirt. MOt kho khiin 16n cia cac li thuyét
toan hoc xdy dung trén co s& I thuyét tdp
hop la khé khdn vé sy ton tai. Ngudi ta dd
chitng minh dwoc hang loat cic dinh I vé s
ton tai) nhwng la sy ton tai thudn tuy, nghTa
la khiing dinh riing m0t 43i twong nao d6 1a cd,
nhung ¢6 & diu, 1am sao d% tim ra no thi khéng
bi¢t. Cac dinh i vé su ton tai nghiém cua
phuong trinh vi phén, tSn tai chia ham s an,
cia ditm bit ddng, cha céc gia tri trung
binh, v.v .. la nhitng @inh li thudc loai dé.

Nguvén nhin ctia cai khé khin vé sy tén
tai thulin tiy d6 nim ngay trong long nén mong
co bin caa toin hoc, n6i rd hon la ndm ngay
trong sy triru tirgng hoéa vd* han lhu'c tai va
viéc cong nhian tinh ph&»h]én clia cac qui
luét 16jic hinh thire. Vi duy, Y&HOJIC‘]'I“IH thire,
ta ¢6 qui tic suy dién

T ¥x1P (x)=> dAxP(x) (=)

(néu khong phdi moi x @éu khéng 6 tinh chét P
thi @ c6 mot x n2o d6 c6 tinh chit P). Dqu
qui tic @6 ta c6 thd suy ra sy tdn tai clia mft
d8i tuwgng x co6 tinh chit P, néu ta ching minh
duwge riing phan doan «moi x @éu khéng co
tinh chét P» 1a khong dung. Nghia la tir phd
dinh ctia mOt phan doan phd bién ta suy ra
diu khiing dinh ctia mé! phan doan ddc thu.
Dinhién, néu x nfiim trong mot tip hep hiru
han, thi sy ton tai suy ra tir qui tic 46 vé
nguyén i la cé the tim kiém duge. Nhung
néu x nim trong mot tip hopvd han thi sw

(1) Bourbaki. Théorie des ensembles, Paris, 1960.



thé 1ai khac, biing qui tic d6 ta «chirng
minh » dwge sir tdn tai, nhung thong thirong
la sy ton tai khong kém theo phwong phap
tim kiém.

Cai «tOn tai thudin tiy» nhr viay d3 hrng
lam dep long nhirng nha toan hge (riru twong,
tirng la niém say mé cua nhitng tri twéng
twong, nhung thiwe té la mét kho khin ctha
toan hoc.

B&i vi thé nao la ton tai? Va lay tiéu chufn
gl dé danh gia tinh hep H ciia mo! quan di¥m
vé tdn tai? Trong toan hoc, tn tai tirc 1a sy
ton tai chia che a8i twong toan hoe, tie 1a
cac khai niém triru twong cia tw duy. Nhung
gia tri clia toan hoc phdila & chd no phananh
nhirng mit nao d6 cia thue tidn, va vi vay,
sy tdn tai cua nhitng d8i twong triru twong
clia toan hoe, thong qua con dudrng tré v
véri thye tién cia nhdn thite, phii dwoc the
hién thanh sy tdn tai chia che dai lwong vt
i ndo d6. Vay thi, su tdn tai phdng con co i
nghia gi khi su tn tai @ khong kém theo mot
phuong phap tim kiém?

Nhuge @i€m néi trén cha sy triru luwgng
héa v6 hgn thye tai 43 Awoc nhiéu nhia toan
hoc ddu th& ki 20 chiai va phé phan. Poiing-
caré noi: « Toan hoc chin chinh phii la cai
toén hoc ma & @6 ngwdi ta khong bi ngip vao
trong viing ldy clia vo han thye tai » (1), Bgi
lgp v&i treong phai hinh thire caa Hinbe
mudn bdo vé toan bd toan hoe kinh di¥n trén
co s& vo han thye tai va 18jic ¢d didn bing
cich hinh thirc héa cac li thuy8t toan hoe,
trwdng phéi trigc quan ctia Braoo, va sau @6
la Viyin, Hiytin dd cong kich kich liét co si
néi trén, trc 12 cong kich sy triru trong hoa
v6 han thye tai va cong kich tinh phd bién
clia cac qui ludt 16jic hinh thirc ¢ didn. Thay
thé cho sir triru twong héa vo han thie tai,
tredng phai trge quan @oi hdi ring trong toan
hoc chi duwgce sir dung sy triru twgng hoa vé
v6 han li€m ning, nghta 1a v han chi duoc
xem nhr mt khad ning trong qua trinh xay
dwng, chit khong phii nhue mft thwe tai hoan
chinh. Braoo viét: « Cin phidi xem diy s& ti
nhién dwec xy dung s8 nay tiép s§ khac,
chinh @6 la kha niing m& ra vo han, né ludn
ludn & trong trang thai trudng thanh chir
khong phii 12 m{t vuong Gude kin mit ciia sy
vat tdn tai trong no (2). PG véi 16jic hinh
thitc ¢ dién, treomg phai trge quan kich
liét phé phin mot sé qui luat, dic biét 1a qui
lagt logi trir cai thi ba (AVv7 A), vi tir qui
ludt nay s& @¢ ra nhitng qui luat hinh thire vé
pha dinh cai phit dinh (TTA=A) hay qui
ludt (* ) noi trén, tirc 1a nhirng qui lujt 1am co

s& cho sur tdn tai thudn tiy. Thay thé cho céc
qui lugt 1djic c6 didn, traéng phai tre quan
dé nghj chi cho phép st dung trong toén hoc
nhitng phép suy dién trye quan ‘dl._l'a lrén
nhirng quan niém méi vé cac lién kit lojice
nhu «cé», «khong», «hay lar, v.v... «Co»
mot d3i twong nao 46 trong toan hoc nghia
la phdi tim dwoc mit phueng phip d& xdy
dung d3i twong do.

MOt buic tién quan trong ciia sy phat
tri®n toan hge la viée ra ddi cae li thuyét
thuit toan vao nhitng nim 30 cia thé ki nay
voi Goéden (Gddel), Hecbring (Herbrand),
Klini (Kieene), Turin (Turing), Pox (Post), Soc,
(Church) v.v... Cac 1i thuvét thuit toan da gop
phdn xdy dwng co s& lf luan cho viée ché
tao va hoan thién dan cic may tinh dién 1%,
phat iri€n cic nganh toan hoe tinh toan K&t
hop v&i cac phé phan clia tredong phai trye
quan, li thuyét thuat toan a3 tao tién d& cho
viéc ra @i va phat trién cic hwéng lodn hoe
kién thiét (Klini, Gutstainon (Goedstein)Maccop,
Sanin, v.v...). Trong toan hoc kién thidt, ddi
twgng nghién ciru phaila nhirng ddi tirgng kién
thiét tudn theo nhirng qui luat xdy dyung xéc
dinh, va trong qua trinh xdy dyng ching
khong dwge sit dung phép triru twong héa
v6 han thye tai ma chi dwoc phép sir dung
phép triru twong v& vo han tiém ning, cac
qui ludt 1ojic xét tinh ding @4n clia cac phan
doan trén mébi logi d8i twong phdi phu hop
vOi qua trinh xdy dgng loai adi twong do.
Chiing han, su tdn tai phai dwoc chirng thye
b&i mot thuit toan, vi du phan doin Vx dy
R(x,y) (v&i moi x ¢6 v sao cho Rix,y), dwoc
xem lading khi xdy dung dwoc mot thuat .
toan 48 theo dé véi mbi x tim ra dwge y
twong ing sao cho R(x,y). Néi chung, xét
dén cong, mdi phan doan toan hoe déu
dugce gidi thich va chirng thare” biing mot
thuit toidn twong wng nao ao.

Vi nhitng quan di€ém noi trén, nhidu qui
lugt cta Idjic ¢d dien (loai trir ‘cai thir ba,
phu @inh kép, qui ludt (%) & trén,...) khong -
con c6 tinh phd bién nira, nghfa la ching ¢6
thE ding trong mt sé trudrng hop nay va khong
ding trong nhirng trudng Lop khac.

Quan di€m kién thiél trén co s& thuit toan
cho phép la @i sdu viao bin chidt phirc tap
chia cic d8i tweng toin hoc, nghién ctru cac
d6i twong véi @iy ad ciu tric théng tin
clia chiing, va 1a co s& 1i ludn t8t cho khoa

'1) Poincaré. Science el méthode, 1910,
(2) Xem Kleene. Introduction to metamathe-
malics. New York, 1959,
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boc tinh toin. Pdng thdi ciing cn cha fring
16jic cia toan hoc kién thiél tuy cé khac
véi 16jic hinh thire ¢d dién, nhuwng né vin
12 hinh thitc. « Vo han tiém niing » khong bién
chitng hon « vo han thye tai», vi no vinla
tuyét ddi héa mdt miit, vin chi 14 mot hinh
dnh phién dién, hioh thirc vd phi méu thudn
ciia vd han thyue té. Va néu nhuw todn hoc
kién thiét cho ta khd ning di sdu vao sy
phitc tap trong cfu tric thong tin clia cac
d6i twong toan hoc, thi dd6ng théi no lai
khéng ¢6 duwge cai khd niing réng rdi cia
s triru twong 48 nghién céru cac chu tric
dudi dang ty do va khai quat cia no !

Nhuw véy 14 ngay nay bén canh toan hoc
kinh di#n vAn phat trién manh mé, ta co
toan hoc kién thiét, cing véi clu tric ta cé
thuft todn. Chung d8i lap nhau, nhung bd
sung cho nhau, ta khong nén tuyét d8i hoa
chi ndy va coi thuwdng cai kia. Trong 1ng
dung thye tién hién nay, chu tric va thudat
toan la hai mi#t lién quan méat thidt véi
nhau, co sé cha cac phwong phap mé hinh
héa va thuit loin hoa cua dicu khién hoc. Ta
cin ¢6 cai rong rii, cdi ty do, cii ling quén
nhirpg @iéu phirc tap vun vit khi hinh dung
nhitng md hinh, nhirng ciu trac khai quat;
nhurg ddng thei cling cdn ¢6 chi I mi, cai
chu @4o, cai tinh toan khi xét dén sy phie
tap ciia tirng ddi tirgng, tirng bai toan va
tirng qué trinh tinh toan. Vi chiing, ngay nay
véi sy phat trién nhanh chong ctua ki thudt
may tinh dién tir, nghia cha chit «tinh toin»
dang ngay cang mé rfng cung voi sw mo
rong viée ty ddng hoa cac qui Irinh ché bién
thong tin, va qua @06, ca chc qua trinh lao ddng
tri oc, lao @dng sing tao. Nghién ciru
thuat toan va d@¢ phire tap tinh toan chinh
12 m{t con dwdng di shu viao bin chit phire
tap va cdu tric thong tin cta cic ddi twong
toan hge, va thong gua @6, bin chiit phire
tap cua cac a8i twong thye &,

cae

4. VAN BE TIEU CHUAN CHAN Li
cUA TOAN HOC

Vin @& tinh chdn i cha todn hoe — ciing
nhw a8i v&i cidc nganh khoa hoc khiac—Ila mit
vin @& co bin cha triét hoec vé toan hoc.
Ta c¢6 nhiéu lf thuy& toin hoc, viy thé nao
12 mot li thuy&t toan hoc ding ?

Nhin thire lude duy vat bién chirng day
ta rling, khong th& tim tién chudn chén li
cia mdt khoa hoc bén trong bin than khoa
hoc @6, ring thye tifn la tiéu chufin chian I
cia moi khoa loc.
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Tuy nhién, do tinb cywe ki triru howong va
hinh thirc cia toan hoe, nhiéu nha toan hoc
tir xira @én nay @43 nhdm lin xem ring cé
the dinh nghia cAi ddng trong toan hoc, hire
la cho—mot cach toan hoc — dinh nghia tiéu
chufin chiin li trong todn hec.

Do tinh hinh thire cia minh, nén tét yéu la
moi 1i thuy@t toan hoc phdi théa min yéu cdu
phi mdu thudn. Tuyét @3i héa yéu cdu 4ae,
nhidu nha toin hoc @3 d@dng nhit hoa tinh phi
méu thudin va tinh chén li cda toidn hge; nhwr
viy d8i véi ho, chdn litrong toén hoc la s phi
méaun thufin hinh thire, 1a s phit hop 16jic ndi
tai ctia toan hge. Poiingearé néi: « Toan hoc
khong phu thude vao sw tdn tai cha vit chit,
trong tofdn hoc chit tdn tai chi ¢6 mot nghla,
d6 1a sy phi mu thuidn». Hinbe, ngudi da dé
ra chwong trinh bdo vé toan hoc kinh didn
bing cach hinh thitc hoéa va chirng minh tinh
phi méu thuin ciia cac hé hinh thirc, 48 xem
viée chirng minh tinh phi mlu thudn la cach
gidi quyét cubi ciang van @é chin li trong toan
hoc.

T#t nhién, @dng nhit tinh phi méu thuin
véri tiéu chuiin chiin lf cta todn hoc la trai véi
quan di®m bién ching vé nhin thirc, nhung
tam thoi coi tinh phi miu thuin 1a mét yéu
ciu «chin li » cia toan hgc, ta hiy xem toén
hoc a3 gidi quyét vain dé do ra sao.

M{t phwong phap chieng minh tinh phi miu
thuiin co tinh chiit ngir nghia lidn ddu tién da
dwoc Hinbe sir dung mot ciach dic siic dé chirng
minh tinh phi mdu thuin cta hinh hoc phi
O'clit, Cach chirng minh ngit nghia dai th# nhu
sau : Cho mot 1 thuy@t tién dé hoa A. Ta tim
cho A mdt mé hinh trong mgt 1i thuyét B, nhw
viy céc phan doan clia A duoc gidi thich thong
qua che phin doidn cta B. Noi cach khac, ta xac
dinh mot 4nh xa f sao choy&i mdi phan doin
P cha A, f(P) 1a mot phan doan elha B, va:f
bio toan cic quan hé 16jic (chdng han f(1P) =
1 £(P)), néu P 1a dinh li cua A thi f(P) 1a dinh
Ii ctia B. Tir @6 néu li thuyét B phi miu thuin
thi 1f thuy& A phi miu thuin! -

Theo phwong phip nay, ngudi ta @3 ching
minh duge ring néu hinh hoce O'clit phi miu
thudin thi hinh hoe Lébasepxki phi miu thuén,
néu s hoe cée sd thye phi miu thudn thi hinh
hoc Orelit phi mAu thulin, va ndu li thuy@ tap
hop phi miu thudn thi sd hoe cac s8 thye phi
méu thufin, v.v...

Ta thdy ngay riing phwong phap mo hinh
nay vip phdi mot kho khiin thit sy, vi n6 khong
the di @&n tdn cing.

Nhitng nim-ddu cua thé ki 20, véi viéc hinh
thirc héa triét @& cac If thuyét toan hoc, Hinbe



dwra ra mot phwong phiip méi co tinh chit cu
phap @8 ching minh tinh phi mau thuidn.

Sau khi hinh thirc hoa, mot 1 thuyét loan
hoc tré thanh mot hé thong ki hi¢u hinh thire,
ma cac dinh li ctia no chi con la cac hang ki
hiéu dwoc rat ra theo nhirng qui tic co tinh
chit ci phap. Va i thuy® 1a phi mau thuin
n&u theo cac qui tic d6 khéng th¥ rit ra ddng
théi hai hang ki hiéu A va T A (khong A). Doi
véi s& hoc hinh thirc héa, thi diéu d6 ciing
twong dwong véidiéu noi ringménh dé « 0=1»
khong phdi la dinh li. Vin d@ dudng nhu
riit don gidn: d8 ching minh s& hoc la phi
méu thuiin thi chi cin chirng minh ring tir hé
s6 hoc hinh thie khong the rat ra « 0=1» nhu
la dinh 1i! B8 chitng minh diéu @0, Hinbe dae
nghi ding cic phwong phap cia mdt 1i thuyét
«siéu toan hoc » voi nhirng han ché trong cai
goi la hitu han lugn (finitism).

Tuy nhién. mot didu dang budn cho chwong
trinh ctia Hinbe, ma ciing la mt diéu dang
mirng cho toén hec 1a vio nhirng nam 30, Go-
den, mdt nha toan hoe 18i lac, @3 chitng minh
dwoe cic dinh 1i lam kinh ngac giéi toan hoc,
cu the 1a cac dinh li sau diy:

1) Néu s8 hoc hinh thirc héa phi miu thuin
thi n6 khong ddy @l (tirc 1a ¢6 nhitng didu ding
trong s& hoc ma i thuyét s§ hoc hinh thirc hoa
khong ching minh duoc).

9) Néu s6 hoc hinh thirc héa phi mau thuin
thi tinh phi miu thuiin cta né khong phii la
mot dinh i ctia né (tire 1a n6 khong thE ching
minh dwoc tinh phi miu thuin cta né ).

Cach chi@ng minh céac dinh 1i 46 nim trong
pham vi siéu toan hoc hiru han ma co s& la
If thuyét thuit toéan (hay cac ham dé qui). Vin
tit nhw sau:

Biing cich s& hoc hda li thuyél thuat todn,
ta c6 theé xiy deng mot tdn tir ¢ qui T (i, a, x)
voi ndi dung: T (i, a, x) ddng khi va chi khi
thuit toan ¢o so hiéu i khi tinh trén s8 a thi
sé dirng sau x buwdec.

Vi moi tin tir @& qui déu bitu dién duoce
trong hé s6 hoc hinh thite héa N, nén trong N
¢6 cong thire C, bi#u dién ménh @é HxT (a, a. x),
tire la

Ca chitng minh dwoc trong N <-> HUxT
(a, a, x). Néu li thuyé N phi miu thuin, thi
1C, chitng minh dwgc trong N —= "TExT
(a, a, x). Ta xiy dueng mot thuiit toan M, voi
sG hiéu p sao cho v&i moi a, My thich dung
cho a khi va chi khi ¢é6 mdt chirng minh ctia
1 C, trong N (diéu 46 lam dwegc vi tip hop
chc chirng minh 14 dé qui k& dwoc). Ta ¢6:

dxT (p,a,x) <—>"IC, chirng minh dwge

trong N. Tir d6 A& suy ra ring cd Cp, ca 1Cp
d8u khong chimng minh duwee trong N, va do
do dinh i 1) duge chimg minh.

pé chizng minh @inh 1 2) ta xay-duwng mjt
thudt toan M, véi s0 hiéu r sao cho véi moi a,
M, thich dung cho a khi va chi khi cé6 mjt
chirng minh ciia « 0=1” trong N. Tinh phi
miu thuan ctia li thuyét N chinh la THXT
(r,r,x), titc dwge bitu dién trong N bé&i cong

thite C;. Trong N ngudi ta chimg minh
dwrge ring
C=> '1C,

Do @6, vi '1C, khong chirng minh dwge nén C,
khong chitng minh dwge. Va nhw vay dinh
Ii 2) ctia Goden dwoc ching minh.

Nhu thé 13, mot 1 thuyét toan hec khdng
the ty chirng minh dwec tinh phi mau thudn
ciia minh. Cac @inh li Goden ¢6 mdt i nghia
to 1én vuol ra ngoai pham vi cia toan hoc,
né khing dinh nhitng quan di€m bién ching
vé nhin thire todn hoe, chung cd nghfa la:

1) Khong th hinh thire héa mot cach ddy
dlt cac 1f thuyét toan hoe. Nhian thire toin hoc
phdi phat tri®n khong ngirng.

9) Tinh chén li cia todn hoc — di c6 hiéu
@6 1a tinh phi méu thulin di nira — khong thé
chirng minh duwegc biing chinh toin hoc, ma
phdi tim & ngoai todn hoc!

Ta nhé riing sau khi cong b3 cac dinh li
Goden, riit nhi¢u nha toin hoc @i @i tir sirng
st @&n bdi rdi, nhung qua thwe cac dinh li d6
12 mot cBng hién vo gia d8i voi toan hoc va
a8i vori khoa hoe vé nhin thirc néi chung.

Tinh phi mAu thuin 13 mdt yéu ciu ndi tai
ctia moi te duy 1f ludn, do 46 la yéu ciiu ndi
tai cha cdc 1i thuyé toan hoc. Nhung tuyét
nhién né chwa phii 1a tiéu chufin chin li ciia
toan hoc. Tim tiéu chufin chdn li ciia toan
hoc trong tinh phi méu thuén hinh thirc, hay
trong cac trirc quan tri tué (ki€n Braoo), hay
trong cai tinh chin li phd bién cha ldjic
(ki®u Rutxen) @du la ludin qui~, vh déu xa roi
cich hidu ding dén cta tiéu chudin chin i
trong khoa hoc. Nhung dig¢n @ic sic & diy -
la, chec quan di®m bign chirng vé tiéu chudin
chiin li cia todn hoc, duwédi nhirng dang dic
biét ctia né, @i dwrge chirng minh biing chinh
toan hoc. Va phdi chiing ¢6 thE noi ring loan
hoe tyr i thite dwee tinh han ché cha minh?

5. VAI i NGHIA VE SANG TAO TRONG
TOAN HOC VA U'NG DUNG TOAN HOC
Piy la nhitng vin a& 16n, trong pham vi

bai bao nay tdi chi xin trinh bay mdt vai nhan
thiee nho.



Ta @3 noi riing 16jic hinh thie 1a 1djic ndi
tai cia todn hoc. Va rd rang la moi i thuyé
toan hoc, moi dinh li todn hoc @éu c6 the
duge trinh bay hoan toan béing céc phép suy
di€n cta ldjic hinh thire. Tuy nhién, viée sing
tao trong toan hoc, viéc phat hién cac dinh i
mé&i ¢6 1 nghia (chit khéng phii la moi cai
« mé&i» noi chung) cta toan hoce thilai ddi hdi
nhirng phuong phap phong phi hon la nhitng
phuwong phap cta 16jic hinh thirc. Sur sang tao
trong toan hoc thwe ra khong khéc nhiéu lim
véi s sing tao trong céac khoa hoc khie, &
ddy c6 dg dodn, qui nap, md mam. Sang tgo
mang tinh chit goi mé (heuristic), chir khong
mang ‘inh chiit thuat toan (algorithmic). Cai
cach ma ngudita nghi ra m{t djnh i khac
veri cdi cdch ngudi ta trinh bay dinh i @06,
b&i vi khong phéi ta cdn tdt cd moi « dinh li»
nhuw nhau, ma ta ciin nhitng dinh li c6 i nghia.
Ma viée quyét dinh xem mot dinh 1i c6 1 nghia
hay khong thi lai khdng phai 14 viée eta cai
1djic hinh thire ndi tai etz todn hoc.

DI nhién, sing tao trong khoa hoc 1a mdt
qué trinh phat hién chéin 1i. Dudng nhw trong
chiin If ndo eling ¢6é mdt hat nhdn don gidn
cha né, va phdi ching béi thé ma ta thudng
ngac nhién vi cii don giin cha nhirng két
quid ma ta tim ra. Nhung cai don gidn dé
cling thwdong chi dwoc phit hién sau nhiéu
qua trinb x@& i cai phirc tap. Va nghé thuit
clia swr sdng tao phAi ching 1a cai ban 1Tah
nhin nhin dugc cai ddu méi don gidn trong
mudn nghin hién twong rdi rdm via phic tap.
Kién thirc phong phi va khd niing te duy triru
twrong gitp cho ngudi nghién efru hinh thanh
nén cai ban 1Inh d6. Trong nghién ciru séng
tao todn hoc, khong ¢6 cii bin 1inh d6 thi
cing ldm cling chi ¢ ra dwoc cac két qua
¢6 tinh chit bilt chwde, chit khong the @é ra
cac tu tudng 12 ngudn gdc cha cac két qui
ddc dao. Chc tu tuong, hay céac ilén la cai
v cling quan trong irong sang tgo. Poiingcaré
néi: « Tu twdng chi 12 mdt anh chép, nhung
inh chép Ay chinh 1a tat cd».

Vi vy, diu todn hoc la triru twong va hinh
thirc héa hon bit ki khoa hoc nao khae, su
sing tao trong todn hoc va trong céc khoa
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hoc khéc thwe ra ¢6 riit nhidu ditm chung.
Enxten tirng néi: « Trong tw duy khoa hoc
ludn luén c¢6 chét tho. Am nhac chin chinh
va khoa hoc chéin chinh ddi hdi cung mt qué
trinh tu duy gidng nhau». Sy phong khoang
cia thm hdn, sy tir do cta wr tudng khong
chi 1a yéu cliu cia sang tao nghé thuat, ma
cling la yéu cliu chia sang tao toan hoe.

Ngay nay hon bao gi¢r hét, toan hge dang
m& rong pham vi ing dung cta minh. Cling
voi khoa hoc vé thong tin va di¢u khién,
toan hoc dang dwgc wng dung rong rii khong
nhirng trong khoa hoc ki thuii méa ci trong
cic nganh cia khoa hoc x@ h¢i va khoa hoc
vé sr sdng. Tw tudng ciu tric cua toan hoc
la phiin c¢8ng hién quan trong ctia lodn hoc
trong viée hinh thanh va phat triém quan
di®m hé thdng — mdt quan @iém ral quan
trong ctia khoa hoc ngay nay. Tu tudng ciu
tric, quan diém hé thing cung véi che phuong
phap thuit toan la cidi bdo ddm toan hge cho
viéc ing dung viho mei 1inh vue thue tién.
Trong mdi quan hé giira toin hoc va Umg
dung thye tién, ¢6 trudong hop qua sw phat
trien ndi tai cia minh toan hoc @3 chudin bi
nhiéu kién thitc cho @ng dung, nhung @dng
thi @mg dung ludn luon 12 ngudn cung chp
tir liéu cho viée hinh thanh cic i thuy@ mdi,
cac cliu triic méi cia (oan hoc.

Tuy nhién, ciin chu i riing trong rng dung
todn hoc, cai triru tuwong vd hinh thire cla
todn hoc quyé&t dinh cii manh va cdi yéu cta
toén hec. Chc phwong phap toan hoc chic-
chiin 1a ¢6 ich, nhung tuyél @8i hoa ching la
nguy hi€m, bé&i vi cace linh vye @ng dung nhu
ngén ngir, xd hdi, kinh té, sinh hoc v.v...
khong phii chi thudn tiy c6 cic mdi quan
hé hinh thite, cic chu tric hinh thire, va vi
thé chi biing cach nghién ctru cic quan hé
binh thirc hin s& di dén nhingké luin phidn
dién. Nhin nhén ding tac dung cta todn hoc,
xéc dinh r3 vi tri clia n6 trong nhan thic
s& giip ta phat huy dwec nhitng cai manh
clia toan hoc, ddng thoi khong sit dung mot
vii khi manh trong nhirng mit ma no khong
manh. Pi¢u @6 luén luon la mot cong viée
kho khiin vd phire tap.



